Введение

Данное обучающее методическое пособие реализовано на персональном компьютере, и Вы можете изучать данную тему, воспользовавшись компьютерным вариантом. Программа работает в среде Windows, экран компьютера должен иметь разрешение не менее 800х600 точек и палитру не менее 256 цветов. 

Пособие отражает компьютерный вариант и содержит покадровую процедуру исследования построения кривых второго порядка и построения их графиков. На каждой странице пособия расположен один кадр, решаемая задача разбивается на ряд вопросов. На каждый поставленный вопрос дается серия ответов, один из которых верный, и подсказка, облегчающая нахождение верного ответа на вопрос. На следующей странице пособия дается правильный ответ на поставленный вопрос. Этот прием обеспечивает рассмотрение решения задачи до конца. 

Для того, чтобы освоить предлагаемый материал, научиться исследовать данные кривые, необходимо выучить все основные определения, план и правила работы, которые даются в данном пособии в разделе Основные понятия и определения. 

Компьютерный вариант пособия обладает большими возможностями. По вопросу приобретения компьютерного варианта следует обратиться к разработчикам пособия по телефонам: (095) 263-64-16; 263-60-18 или по электронной почте fs11@mx.bmstu.ru
 

Цель пособия: помочь научиться исследовать кривые второго порядка - линии, определяемые в декартовых координатах алгебраическими уравнениями второй степени. В пособии изучаются геометрические свойства эллипса, гиперболы, параболы.

По теме "Кривые 2-го порядка" вы должны знать: 

1. Определения эллипса, гиперболы, параболы; 

2. Канонические уравнения этих кривых; 

3. Геометрический смысл параметров, входящих в уравнения, и соотношения между параметрами. 

Уметь: 

1. По уравнению определять тип кривой; 

2. Выводить канонические уравнения кривых второго порядка; 

3. Находить координаты фокусов и другие параметры кривых, построить кривую. 

Основные понятия и определения.

П.I  Эллипс.

[image: image207.png]D



Определение: Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма расстояний которых до двух данных точек, называемых фокусами 
 INCLUDEPICTURE "http://www.bmstu.ru/~fn11/intpos/C2Theory/teori25.gif" \* MERGEFORMATINET 


и есть величина постоянная (ее обозначают через 2*а ). Причем эта постоянная больше расстояния между фокусами. 

Если оси координат расположены по отношению к эллипсу так, как показано на рисунке 1, а фокусы эллипса находятся на оси [image: image2.png]


на равных расстояниях от начала координат в точках [image: image3.png]F(C:O0)F(-C0)



то получится простейшее(каноническое) уравнение эллипса: [image: image4.png]



Здесь [image: image5.png]


- большая, [image: image6.png]


- малая полуоси эллипса, причем [image: image7.png]a,b



и [image: image8.png]


( [image: image9.png]


- половина расстояния между фокусами) связаны соотношением 

[image: image10.png]i




Форма эллипса (мера его "сжатия") характеризуется его эксцентриситетом. 

[image: image11.png]


(так как [image: image12.png]c<a



, то [image: image13.png]e<d



) 

Прямые: [image: image14.png]


и[image: image15.png]D) :x



 перпендикулярные главной оси и проходящие на расстоянии [image: image16.png]


от центра, называются директрисами эллипса. 

 

П.I.1.  Расположение эллипса и его параметры
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- центр. 
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П.I.2. Эксцентриситет.
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1. [image: image30.png]a>b



;  [image: image31.png]


- эксцентриситет. 

2. [image: image32.png]a<b



;  [image: image33.png]


- эксцентриситет. 

П.I.3. Уравнения директрис.

1. [image: image34.png]a>b
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2. [image: image36.png]b>a
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П.II Гипербола
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Определение:гиперболой называется множество точек плоскости, абсолютная величина разности которых до двух данных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная (ее обозначают через [image: image38.png]2a



), причем эта постоянная меньше расстояния между фокусами [image: image39.png]Ity —ry|=2a



. 

Если поместить фокусы гиперболы в точках [image: image40.png]Fi(c,0)



и [image: image41.png]Fy(—¢;0)



, то получится каноническое уравнение гиперболы [image: image42.png]


где [image: image43.png]


. 

Точки: [image: image44.png]


и [image: image45.png]A (-a;0)



называются вершинами гиперболы. Отрезок [image: image46.png]A4 A



такой, что [image: image47.png]|4 4| =2a



, называется действительной осью гиперболы, а отрезок [image: image48.png]BB



такой, что [image: image49.png]|B B;|=2b



- мнимой осью. 

Гипербола имеет две асимптоты, уравнения которых [image: image50.png]


. 

Отношение [image: image51.png]


называется эксцентриситетом гиперболы. 

Уравнение [image: image52.png]


также является уравнением гиперболы, но действительной осью этой гиперболы служит отрезок оси [image: image53.png]


длины [image: image54.png]


. 

Две гиперболы [image: image55.png]


и [image: image56.png]


имеют одни и те же полуоси и одни и те же асимптоты, но действительная ось одной служит мнимой осью другой, и наоборот. Такие две гиперболы называются сопряженными. 

Прямые [image: image57.png]


и [image: image58.png]


, перпендикулярные действительной оси и проходящие на расстоянии [image: image59.png]a/’e



от центра, называются директрисами гиперболы. 

П.II.1 Расположение гиперболы.
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П.II.2 .

1)[image: image72.png]


; [image: image73.png]


-эксцентриситет.
2)[image: image74.png]


; [image: image75.png]


- эксцентриситет. 

П.II.3 Уравнение директрис гиперболы.
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П.II.4 .

[image: image80.png]y=w =t bla-x)/a



- уравнение асимптот гиперболы.
П.III. Парабола.

[image: image209.png]o]




Определение: Параболой называется множество точек плоскости, равноудаленных от данной точки, называемой фокусом, и данной прямой, называемой директрисой. 

Если директрисой параболы является прямая: [image: image81.png]


, а фокусом - точка[image: image82.png]F(ﬁ 0
2



 , то уравнение параболы имеет вид: [image: image83.png]


, где [image: image84.png]p>0



.

П.III.1. Положение параболы и ее параметры.
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2) [image: image93.png](=) =2p(x- %)



;  [image: image94.png]O(x,3)



- вершина, 
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П.III.2. Уравнение директрисы параболы.

1. [image: image101.png](x- %)Y =2p(y- )



; 
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;    [image: image103.png]4
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2. [image: image104.png](=) =2p(x- %)



; 
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;    [image: image106.png]p<0 D: )c:)ro—%
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П.IV. Общее уравнение кривой второго порядка.

П.IV.1. Для исследования кривых второго порядка, общее уравнение которых имеет вид

[image: image107.png]A + G + 2Dx+ 2Fy+ F=0



, рассматривается произведение [image: image108.png]


. 

· Если [image: image109.png]


, то эллипс; 

· Если [image: image110.png]


, то гипербола; 

· Если [image: image111.png]


, то парабола. 

П.IV.2. Выделение полного квадрата

В процессе исследования кривых 2-го порядка, уравнение которых записано в общем виде, полезна "процедура выделения полного квадрата". Выделяем полный квадрат уравнения 

[image: image112.png]A + G + 2Dx+ 2Fy+ F=0



 получим: 

[image: image113.png]A(xz+2§xj+c(yz+2%yj+17:0



 или 
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обозначим: [image: image115.png]


 

[image: image116.png]


;  [image: image117.png]


. 

П.IV.2(1). 

Если [image: image118.png]


, то уравнение задает кривую эллиптического типа. Причем: 

a. [image: image119.png]Z+E—7F<0
A C



- мнимый эллипс. 

b. [image: image120.png]


- точка [image: image121.png]


. 

c. [image: image122.png]Z+E—7F>0
A C



, то имеем [image: image123.png]


- канонический вид эллипса. 

П.IV.2(2). 

Если [image: image124.png]


, то уравнение задает кривую гиперболического типа. Причем: 

a. Если [image: image125.png]


, или   [image: image126.png]


 имеем:
[image: image127.png]G2 G-n)_,
& B



 или  [image: image128.png]G-n) @-x)_,
B &



  - канонический вид гиперболы. 

b. Если [image: image129.png]


и учитывая знаки   [image: image130.png]


  и   [image: image131.png]


  имеем:
[image: image132.png]


  - пара пересекающихся прямых. 

П.IV.2(3). 

Если: 

a. [image: image133.png]


, то общее уравнение [image: image134.png]AX +2Dx+ 2Ep+ F=0



задает кривую параболического типа. Выделяя полный квадрат имеем:
[image: image135.png]2
A(x+ DjAY = 7215( y+ %‘ZF]



.Обозначим: [image: image136.png]


имеем:
[image: image137.png](-5 Y =2p(y—w)



- канонический вид параболы. 

b. [image: image138.png]


, то [image: image139.png]Cy? +2Dx+ 2Fp+ F=0



- кривая параболического типа. Выделяя полный квадрат имеем:
[image: image140.png]Cly+E/CY = —2D[1+ %ﬁk]



.Обозначим: [image: image141.png]


- имеем:
[image: image142.png](v-m) =2p(x—2x)



- канонический вид параболы. 

П.V. Неполные уравнения кривых.

П.V.1. 

Рассмотрим уравнение вида [image: image143.png]y=b+~ ax +ex+d



. 

Это уравнение равносильно по системе: 

[image: image144.png]y-b20 yzb
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П.V.1(1). 
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Если [image: image145.png]


и [image: image146.png]a>0



, то уравнение: [image: image147.png]


задает ту часть гиперболы, которая лежит в полуплоскости [image: image148.png]yzb



. 

Строим ту часть гиперболы, которая выше прямой [image: image149.png]


. 

П.V.1(2). 
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Если [image: image150.png]


, а [image: image151.png]a <0



, то уравнение: [image: image152.png]


задает ту часть эллипса, которая лежит в полуплоскости [image: image153.png]yzb



. 

Строим ту часть эллипса которая лежит выше прямой [image: image154.png]


.

П.V.1(3). 
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Если [image: image155.png]


и [image: image156.png]


, уравнение [image: image157.png](y—30)° =2Ax—2%)




задает ту часть гиперболы, которая лежит в полуплоскости [image: image158.png]yzb



.

П.V.1(4). 

Если [image: image159.png]


и [image: image160.png]a<0



, то уравнение [image: image161.png]


- задает мнимый эллипс.

П.V.1(5). 
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Если [image: image162.png]


, то уравнение [image: image163.png]y=b+-fexrd



равносильно системе [image: image164.png]y-b=0
(y—b)z E c()c+ %)



задает ту часть параболы, которая лежит в полуплоскости [image: image165.png]yzb



. 

П.V.1(6). 

Если [image: image166.png]


и [image: image167.png]a>0



, то уравнение [image: image168.png]


задает пару пересекающихся прямых [image: image169.png]


, которые лежат в полуплоскости [image: image170.png]yzb



.

П.V.1(7). 

Если [image: image171.png]


и [image: image172.png]a<0



, то уравнение [image: image173.png]


задает точку [image: image174.png]


, при условии, что она лежит в полуплоскости [image: image175.png]yzb



.

П.V.2. 

Рассмотрим уравнение вида [image: image176.png]y=b—~ ax +ex+d



. 

Это уравнение равносильно системе, т.к. рассматриваются только положительные значения корня. 

[image: image177.png]


.

П.V.2(1). 
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Если [image: image178.png]


и [image: image179.png]a>0



, то уравнение [image: image180.png]


задает ту часть гиперболы, которая лежит в полуплоскости [image: image181.png]y=b



.

П.V.2(2). 
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Если[image: image182.png]


, а [image: image183.png]a<0



, то уравнение [image: image184.png]


задает ту часть эллипса, которая лежит в полуплоскости [image: image185.png]y=b



.

П.V.2(3). 
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Если [image: image186.png]


, а [image: image187.png]a>0



, то уравнение [image: image188.png]


задает ту часть гиперболы,которая лежит в полуплоскости [image: image189.png]y=b





П.V.2(4). 

Если[image: image190.png]


 и[image: image191.png]a<0



, то уравнение [image: image192.png]


задает мнимый эллипс. 

П.V.2(5). 
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Если [image: image193.png]


, то уравнение [image: image194.png]y=b--fexrd



равносильно системе: [image: image195.png]{(y by = (H VA



, которая задает ту часть параболы, которая лежит в полуплоскости [image: image196.png]y=b



. 

П.V.2(6). 

Если [image: image197.png]


и [image: image198.png]a>0



, то уравнение [image: image199.png]


задает пару пересекающихся прямых [image: image200.png]


, которые лежат в полуплоскости [image: image201.png]y=b



.

П.V.2(7). 

Если [image: image202.png]


и [image: image203.png]a<0



, то уравнение [image: image204.png]


задает точку [image: image205.png]


при условии, что она лежит в полуплоскости [image: image206.png]y=b



. 

